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1 はじめに
量子情報理論において，与えられた量子信号に対する量子最
適測定の発見と最小誤り率の計算は，量子通信の限界性能を明
らかにするだけでなく，量子暗号の安全性を示すためにも非常
に重要である [1]．しかし，たとえ最適測定を見つけたとしても，
信号数が非常に多い場合，最小誤り率の計算は困難である．実
際，先験確率が等確率である対称性を持つ純粋状態信号系に対
しては，Square-root measurement(SRM)[2]が量子最適測定で
あることが知られているが，その最小誤り率を計算するために
は，グラム行列の平方根を計算する必要があり，信号数が数千の
場合でも困難である．
本研究ではトレース距離を用いた多元コヒーレント状態信号
の最小誤り率の近似式を提案する．トレース距離は 2 量子状態
の近さを表す指標であり，いくら信号数が増えようとも，純粋状
態信号であれば容易に計算することができる．多元コヒーレン
ト状態信号に対して，提案する近似式は信号数が多く誤り率の
小さい領域で高精度であることを示す．また，量子暗号の安全
性を示すために最小誤り率を計算するとき，提案する近似式が
応用可能な例を紹介する．最後に，現在量子暗号の安全性評価
指標としてトレース距離が注目されており，本研究の結果から，
トレース距離を評価指標として導入する際の問題点を考察する．
2 コヒーレント状態信号に対する近似式の構成法
初めに，多元信号として 3 つのコヒーレント状態信号，M -
PSK(Phase Shift Keying)，M -ASK(Amplitude Shift Keying)，
M -QAM(Quadrature Amplitude Modulation)を考える．これ
らの多元信号に対して，量子最適測定を用いた平均誤り率，すな
わち最小誤り率を P opte とする．
多元信号の中で最小のトレース距離を示す 2 信号 fj ; lg を
識別する最小誤り率を P binarye とする．ここで  は密度作用素
である．ここでは fj ; lg を近接 2 信号と呼び，P binarye はト
レース距離 D を用いて次のように定義される．
P binarye =
1
2
f1 D(j ; l)g (1)
さらに，与えられた信号に対して最も近い信号の数N(k)を考
える．k について，これを次のように定義する．
Dmin(k) = min
j 6=k
D(k; j) (2)
N(k) = #fj j D(k; j) = Dmin(k)g (3)
ここで，#S は集合 S の要素数を意味する．このとき，N(k)を
用いて最も近い信号の平均数 hNiが次のように定義することが
できる．
hNi = 1
M
M 1X
k=0
N(k) (4)
比 P opte =P binarye は，平均光子数 が大きくなるにつれて hNi
に収束する．従って，P binarye を定数 hNi 倍した値が最小誤り
率を近似することが考えられる．従って，最小誤り率の近似式
P approxe を次のように定義する．
P approxe = hNiP binarye (5)
図 1,2 にぞれぞれ各コヒーレント状態信号の規格化近似精度
を示す．規格化近似精度は近似式がどの程度良いかを示すため，
次のように定義された値である．1  P approxeP opte
 (6)
高信頼性通信の観点から，誤り率が 0:1 以下の場合を示してい
るが，信号数が大きく誤り率が小さい領域においては近似式が
有用であると言える．実際，誤り率が 0:01 の場合には PSK と
ASK の精度は 0:01 程度であるため，P approxe  0:99P opte であ
る．また，図 1に示す通り，PSKでは信号数が増えるほど精度
は良くなり，逆に ASKでは信号数が増えるほど精度は悪くなっ
ている．さらに，PSK と ASK の精度は信号数が増えるとある
同じ値に収束していくことがわかる．図 2 では，QAM の精度
は信号数によらずほとんど変わらないことがわかる．また，そ
の精度は 4-PSKの場合とほとんど同じ値を示している．このこ
とから，信号数が増えるに従って PSKのある性質が QAMから
ASKへと近づくようなふるまいを示し，その性質に近似式が依
存していると考えられる．
ここで，与えられた信号に対し，2番目に近い信号に着目し，
最も近い信号とのユークリッド距離を d1，2 番目に近い信号と
の距離を d2 とする．表 1に比 d2=d1 を示す．このとき，信号数
が増えるに従って PSKの比 d2=d1 の値が QAMの値から ASK
の値に近づいていることがわかる．従って，近似式は 2 番目に
近い信号に依存していると考えられる．
図 1 M -PSKとM -ASKの規格化近似精度
図 2 M -PSKとM -QAMの規格化近似精度
愛知県立大学大学院情報科学研究科 平成 27 年度 修士論文要旨
表 1 各コヒーレント状態信号の比 d2=d1
M PSK ASK QAM
4
p
2 2
p
2
16 2 cos 16  1:96157 2
p
2
64 2 cos 64  1:99759 2
p
2
256 2 cos 256  1:99985 2
p
2
3 量子暗号の安全性評価への応用
新量子暗号 Y-00を提案した Yuenは，安全性評価として盗聴
者に仮想的に有利な状況を想定した上で，受信者と盗聴者の誤り
率の差を上界として評価する手法を提案している [3]．このとき
誤り率の計算が必要になるが，Y-00で用いられる信号数は 4000
元を超えるため計算が困難である．しかし，Y-00は信号方式と
して PSK や ASK コヒーレント状態信号を用いるものもあり，
提案する近似式が安全性評価のために応用できることがわかる．
また，2量子状態を識別する最小誤り率はトレース距離を用い
て表すことができるが，多元信号に対してはこの 2 つの間の関
係は明らかとなっていない．現在，トレース距離は量子暗号の
評価指標として注目されているが，安全性評価問題は多元信号
の識別に関する問題のため，前述した関係を明らかにする必要
がある．ここではトレース距離が多元信号の最小誤り率とどの
ような関係にあるかを考えるため，コヒーレント状態信号以外
の信号として，以下の 3つの信号系へ近似式を適用する．
1. 量子ビット系の多元純粋状態と対称混合状態 [4]
2. M 元直交信号
3. PSK純粋状態の統計的重ね合わせによる混合状態 [5]
1 へ近似式を適用した場合の最小誤り率と近似式を図 3 に示
す．信号数の多い場合，確かに近似式は真値に近づいている．し
かし，量子ビット系の信号は二次元 Hilbert 空間で表されるた
め，最小誤り率が 1 に近づくことは自明である．従って，信号
数が大きい場合に近似式が適用できることは明らかであり，そ
れはトレース距離の性質以上に量子ビット系の性質が表れてい
る結果であると言える．
2 へ近似式を適用した場合の規格化近似精度を図 4 に示す．
M 元直交信号は全ての信号が直交するため，与えられた信号に
対して他の全ての信号が最も近い信号になる．従って，信号数
が増えるほど精度が悪くなり，近似式は有用でないと言える．
3 へ近似式を適用した場合の比 P opte =P binarye を図 5 に示す．
は統計的重ね合わせが起きている確率であり， = 0の場合に
は純粋な PSK信号を意味する． 6= 0の場合には，比が hNiに
収束しないため，近似式が適用できないことがわかる．
このように，多元信号に対しては信号系毎にトレース距離は
異なるふるまいを示すことがわかる．トレース距離を安全性評
価指標として導入するためには，信号系に依存しないユニバー
サルな性質を明らかにすると共に，その性質が真に安全性評価
に用いることができるかを議論しなければならない．
4 まとめ
本研究では，多元信号の中で最も近い 2 信号に着目し，その
性質から構成できる最小誤り率の近似式を提案した．純粋な多
図 3 量子ビット系の信号の最小誤り率と近似式
図 4 M 元直交信号の規格化近似精度
図 5 PSK 純粋状態の統計的重ね合わせによる混合状態信号
の最小誤り率と近接 2信号の最小誤り率の比
元コヒーレント状態信号に対して，近似式は信号数が大きく誤
り率の小さい領域で有用であることがわかった．また，量子暗
号の安全性評価への応用例と，トレース距離を評価指標として
用いる場合の問題点を考察した．今後の課題として，最も近い 2
信号以外のトレース距離の考察と，近似式の理論的な精度保証
が挙げられる．
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